12. prednaska

Trojuholnikové é&isla. Zapis T,, oznacuje postupnost prirodzenych &isel, kto-
rej prvkami su trojuholnikové ¢isla:

T,=0+14+2+3+ - +n—-1)+n=> i
=0

Postupnost m4 tieto dve zdkladné vlastnosti

To=0
Tn+1:Tn+TL+1

Analytické vyjadrenie pre postupnost trojuholnikovych éisel. Pre kazdé
prirodzené &fslo n plati vztah

n(n—l—l).

T, =
2

Doékaz. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla n.
Zakladny krok. Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze
0 0(0+1)
Tp=0==-=—"7—".
0 2 2

Indukény krok. Zvolme si lubovolné &islo n. Predpokladajme, e tvrdenie plati
pre n:

1
T, — n(n + ) P
2
To je indukény predpoklad. Dokéazeme, ze plati aj pre n + 1:
(n+(n+1+1)
Tn+1 = .
2
Postupnymi dpravami dostaneme
1 1 2 1
TnH:Tﬁan%MH:n(m ); (n+1) _
C(n+1)(n+2)  (n+1)(n+141) 0
N 2 B 2 '

Ako rozmenit peniaze na dvojkoruny a patfkoruny?. Pre kazdé priro-
dzené &fslo x > 4 plati vzfah

Jydzx =2y + 5z.



Doékaz. Tvrdenie dokéZeme matematickou indukciou podla z.
Zakladny krok. Pre x = 4 tvrdenie

Jydz4 =2y + 5z
plati, pretoze
4=2-245-0.
Staéi totiz polozit y =2 a z = 0.
Indukény krok. Zvolme si lubovolné &fslo z > 4. Predpokladajme, Ze tvrdenie

plati pre z. To je indukény predpoklad. To znamend, ze existuju ¢isla y; a 21
také, ze

T =2y + 5z1.
Dokazeme, ze tvrdenie plati aj pre = + 1:
Jydzx +1 =2y + 5z.

Uvazujme dva pripady.
Pripad z; = 0. Potom nutne y; > 2 (prec¢o?). Postupnymi dpravami dosta-
neme

r+1=2y1+1=2(y1 —2)+5-1.

Odtial plynie pozadované tvrdenie pre y =y; —2 a z = 1.
Pripad z; # 0. Postupnymi upravami dostaneme

x4+1=2y1+5214+1=2y1 +5- (21 —1)+6=2(y1 +3)+5- (21 — 1).

Odtial plynie pozadované tvrdenie pre y =y; +3 a z = 2z, — 1. O

Fibonacciho postupnost. Zipis f,, ozna¢uje postupnost prirodzenych é&isel,
ktorej prvkami su Fibonacciho ¢isla:

fo=0
fi=0
Jnt2 = fat1 + [

Efektivny vypocéet Fibonacciho postupnosti. Uvazujme ternarnu funkciu
g definovani primitivnou rekurziou so substiticiou v parametroch:

9(0,a,b) = a
g(n+1,a,b) = g(n,a+b,a).

Tvrdime, ze plati

fn+1 :g(n,l,O). (1)



Doékaz. Najprv dokdzeme pomocné tvrdenie

ng(n’ fk-l—h.fk) :fn+1+k- (2)

To dokéZeme matematickou indukciou podla n.
Zakladny krok. Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

90, frt1, fe) = fev1 = for1+k-

Indukény krok. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n:

Yk g(n, frt1s fi) = fatik- P
To je indukény predpoklad. Dokéazeme, ze plati aj pre n + 1:

Vkg(n +1, frt1, fi) = fati+1+k
Zvolme si Iubovolné &islo k. Postupnymi dpravami dostaneme
g(n+1, fit1, fr) = 90, for + fos frv1) = 90, fror2,s frp1) =
= g(n, fr+1+41, frt1) = Int1+k+1 = fot1+1+k-

Vsimnime si, ze sme IP pouzili s parametrom k + 1 a nie s k!
Teraz uz mozeme dokdzat pozadované tvrdenie (1):

fn+1 = fn+1+0 (i) g(nvf0+1af0) :g(na flvfo) = g(n,l,O). O

Horny odhad Fibonacciho postupnosti. Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
tato nerovnost

fa <27

Doékaz. Tvrdenie dokdZeme tiplnou matematickou indukciou podla n.
Zvolme si lubovolné &slo n. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vsetky
¢isla mensie ako n, t. j.

Ym(m <n — f, <2™). P
To je indukény predpoklad. Dokazeme, ze plati aj pre n:
fo <27

Uvazujme tri pripady.
Pripad n = 0. Vtedy tvrdenie trividlne plati, pretoze

fo=0<1=2°
Pripad n = 1. Aj vtedy tvrdenie trividlne plati, pretoze

f=1<2=2%.



Pripad n > 2. Potom 0 < n—1 <n a0 <n—2 < n. Postupnymi tpravami
dostaneme pozadované tvrdenie

2xIP
fo=fo1+ fno < 2v7hponZgonTl Lo on"2 o
=onlponl—g.9nl —9n

Vsimnime si, ze sme IP pouzili dvakrat a to pre ¢islan —1 an — 2.

Cvicenia
Priklad. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené &islo n platia vztahy

8T, +1=(2n+ 1)
Tp+Thi1 = (n+1)2

Riesenie. Ukézeme tu dokaz prvého tvrdenia matematickou indukciou podla n.
Obidve tvrdenia sa daji tiez dokdzatf priamo pomocou analytického vyjadrenia
pre T,,.

Zakladny krok. Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

8To+1=8-0+1=1=1*=(2-0+1)°

Indukény krok. Zvolme si Tubovolné é&islo n. Predpokladajme, e tvrdenie plati
pre n:

8T, +1=(2n+1)>2. P
To je indukény predpoklad. Dokézeme, ze plati aj pre n + 1:
2

8Tp1+1=(2(n+1)+1)".

Postupnymi tpravami dostaneme

8Tpi1+1=8(Ty+n+1)+1=8T, +14+8mn+1)Z 2n+1)2+8n+1) =
=dn® +An+1+8n+8=4(n*+2n+1)+4(n+1)+1=
— 4+ 12 +4n+1)+1=(2(n+1)+1)°

Priklad. Dokézte, Ze pre vietky prirodzené &isla n a m plati vztah

S ()= (nih)



Riesenie. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n (m je parame-
ter). V dokaze vyuZijeme ttito vlastnost kombinaénych é&fsel:

(Zﬂ)z(kL)*(Z) (3)

Zakladny krok. Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

3 (5)= ()= ()=0= () ()= ()

Indukény krok. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n:

()= (0 L

To je indukény predpoklad. Dokézeme, ze plati aj pre n+1. Postupnymi tipravami
dostaneme

£ ()50 () (0D 2t

Priklad. UvaZzujme postupnost prirodzenych &isel, f,, definovant predpisom

fo=0
fi=1
fa=2

fn+3 - fn+2 +fn+1 +fn +n+3.

Uvazujme d'alej funkciu g definovani primitivnou rekurziou so substitiiciou v
parametroch:

g(O7k7a’b7c) =a
gin+ 1, ka,bc)=gn,k+1l,a+b+c+k+3,a,b).

Dokazte, ze plati
fn+2 = g(n70721 170)
Ndvod. Najprv dokazte toto pomocné tvrdenie

ng(naka fk+27fk+17fk?) = fn+2+k~



