
Súčty

Zopakovanie. (
n

k

)
=

n

k

(
n− 1

k − 1

)
(1)(

n

k

)(
k

m

)
=

(
n

m

)(
n−m

k −m

)
(2)

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n (3)

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0n (4)

n∑
k=0

(
k

m

)
=

(
n + 1

m + 1

)
. (5)

Kombinatorické identity

1 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1:(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
+ 4

(
n

4

)
+ · · · + n

(
n

n

)
. (6)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0. Vypoč́ıtajte (6) pre n = 1, 2, 3. Určte hodnotu (6)
pre n ≥ 1.

Návod. Použite najprv (1) a potom (3).

Riešenie.

(6) =

n∑
k=1

k

(
n

k

)
=

n∑
k=0

k

(
n

k

) n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1 pre n ≥ 1.

Dôkaz.

n∑
k=1

k

(
n

k

)
(1)
=

n∑
k=1

k
n

k

(
n− 1

k − 1

)
= n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(3)
= n2n−1.

2 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 2:

2

(
n

2

)
+ 3 · 2

(
n

3

)
+ 4 · 3

(
n

4

)
+ 5 · 4

(
n

5

)
+ · · · + n(n− 1)

(
n

n

)
. (7)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0, 1. Vypoč́ıtajte (7) pre n = 2, 3, 4. Určte hodnotu
(7) pre n ≥ 2.

Návod. Použite najprv (1) a potom pŕıklad 1.



Riešenie.

(7) =

n∑
k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
=

n∑
k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
n∑

k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
= n(n− 1)2n−2 pre n ≥ 2.

3 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1:(
n

1

)
+ 4

(
n

2

)
+ 9

(
n

3

)
+ 16

(
n

4

)
+ · · · + n2

(
n

n

)
. (8)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0. Vypoč́ıtajte (8) pre n = 1, 2, 3. Určte hodnotu (8)
pre n ≥ 2.

Návod. Použite najprv k2 = k(k − 1) + k, potom pŕıklady 2 a 1.
Riešenie.

(8) =

n∑
k=1

k2
(
n

k

)
=

n∑
k=0

k2
(
n

k

) n∑
k=1

k2
(
n

k

)
= n(n + 1)2n−2 pre n ≥ 2.

4 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 0:(
n
0

)
1

+

(
n
1

)
2

+

(
n
2

)
3

+

(
n
3

)
4

+ · · · +

(
n
n

)
n + 1

. (9)

Vypoč́ıtajte (9) pre n = 0, 1, 2. Určte hodnotu (9) pre n ≥ 0.
Návod. Použite najprv (1) pre

(
n+1
k+1

)
a potom (3).

Riešenie.

(9) =

n∑
k=0

(
n
k

)
k + 1

=
2n+1 − 1

n + 1
.

Dôkaz.

n∑
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n
k

)
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=
1

n + 1

n∑
k=0

n + 1

k + 1

(
n

k

)
(1)
=

1

n + 1

n∑
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(
n + 1

k + 1

)
=

=
1

n + 1

n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
=

1

n + 1

(
n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
+ 1 − 1

)
=

=
1

n + 1

(
n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
+

(
n + 1

0

)
− 1

)
=

=
1

n + 1

(
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
− 1

)
(3)
=

2n+1 − 1

n + 1
.



5 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1:

−
(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
− 3

(
n

3

)
+ 4

(
n

4

)
− · · · ± n

(
n

n

)
. (10)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0. Vypoč́ıtajte (10) pre n = 1, 2, 3. Určte hodnotu (10)
pre n ≥ 2.

Návod. Použite najprv (1) a potom (4).
Riešenie.

(10) =

n∑
k=1

(−1)kk

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(−1)kk

(
n

k

) n∑
k=1

(−1)kk

(
n

k

)
= 0 pre n ≥ 2.

Dôkaz.

n∑
k=1

(−1)kk

(
n

k

)
(1)
=

n∑
k=1

(−1)kk
n

k

(
n− 1

k − 1

)
= n

n∑
k=1

(−1)k−1+1

(
n− 1

k − 1

)
=

= n

n−1∑
k=0

(−1)k+1

(
n− 1

k

)
= (−n)

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
(4)
= 0.

6 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 2:

2

(
n

2

)
− 3 · 2

(
n

3

)
+ 4 · 3

(
n

4

)
− 5 · 4

(
n

5

)
+ · · · ± n(n− 1)

(
n

n

)
. (11)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0, 1. Vypoč́ıtajte (11) pre n = 2, 3, 4. Určte hodnotu
(11) pre n ≥ 3.

Návod. Použite najprv (1) a potom pŕıklad 5.
Riešenie.

(11) =

n∑
k=2

(−1)kk(k − 1)

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(−1)kk(k − 1)

(
n

k

)
n∑

k=2

(−1)kk(k − 1)

(
n

k

)
= 0 pre n ≥ 3.

7 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1:

−
(
n

1

)
+ 4

(
n

2

)
− 9

(
n

3

)
+ 16

(
n

4

)
− · · · ± n2

(
n

n

)
. (12)

Uvažujte tiež pŕıpad n = 0. Vypoč́ıtajte (12) pre n = 1, 2, 3. Určte hodnotu (12)
pre n ≥ 3.

Návod. Použite najprv k2 = k(k − 1) + k, potom pŕıklady 6 a 5.
Riešenie.

(12) =

n∑
k=1

(−1)kk2
(
n

k

)
=

n∑
k=0

(−1)kk2
(
n

k

) n∑
k=1

(−1)kk2
(
n

k

)
= 0 pre n ≥ 3.



8 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 0:(
n
0

)
1

−
(
n
1

)
2

+

(
n
2

)
3

−
(
n
3

)
4

+ · · · ±
(
n
n

)
n + 1

. (13)

Vypoč́ıtajte (13) pre n = 0, 1, 2. Určte hodnotu (13) pre n ≥ 0.

Návod. Použite najprv (1) pre
(
n+1
k+1

)
a potom (4).

Riešenie.

(13) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
k + 1

=
1

n + 1
.

9 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ m ≥ 0:(
n

m

)(
m

m

)
+

(
n

m + 1

)(
m + 1

m

)
+

(
n

m + 2

)(
m + 2

m

)
+ · · · +

(
n

n

)(
n

m

)
.

(14)

Uvedomte si, čo (14) znamená pre m = 0, 1, 2. Určte hodnotu (14) pre n ≥ m ≥
0.

Návod. Použite najprv (2) a potom (3).

Riešenie.

(14) =

n∑
k=m

(
n

k

)(
k

m

)
=

(
n

m

)
2n−m.

Dôkaz.

n∑
k=m

(
n

k

)(
k

m

)
(2)
=

n∑
k=m

(
n

m

)(
n−m

k −m

)
=

(
n

m

) n∑
k=m

(
n−m

k −m

)
=

=

(
n

m

) n−m∑
k=0

(
n−m

k

)
(3)
=

(
n

m

)
2n−m.

10 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1:(
1
m

)
1

+

(
2
m

)
2

+

(
3
m

)
3

+

(
4
m

)
4

+ · · · +

(
n
m

)
n

. (15)

Uvedomte si, čo (15) znamená pre m = 0, 1, 2. Určte hodnotu (15) pre n,m ≥ 1.

Návod. Použite najprv (1) a potom (5).

Riešenie.

(15) =

n∑
k=1

(
k
m

)
k

n∑
k=1

(
k
m

)
k

=

(
n
m

)
m

pre n,m ≥ 1.



Dôkaz.

n∑
k=1

(
k
m

)
k

(1)
=

n∑
k=1

1

k

k

m

(
k − 1

m− 1

)
=

1

m

n∑
k=1

(
k − 1

m− 1

)
=

=
1

m

n−1∑
k=0

(
k

m− 1

)
(5)
=

1

m

(
n− 1 + 1

m− 1 + 1

)
=

(
n
m

)
m

.

11 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n,m ≥ 0:(
0

m

)
+ 2

(
1

m

)
+ 3

(
2

m

)
+ 4

(
3

m

)
+ · · · + (n + 1)

(
n

m

)
. (16)

Uvedomte si, čo (16) znamená pre m = 0, 1, 2. Určte hodnotu (16) pre n,m ≥ 0.
Návod. Použite najprv (1) pre

(
k+1
m+1

)
a potom (5).

Riešenie.

(16) =

n∑
k=0

(k + 1)

(
k

m

)
= (m + 1)

(
n + 2

m + 2

)
.

12 Pŕıklad. Vyjadrite pomocou sumačnej notácie pre n ≥ 1 a m ≥ 0:(
1

m

)
+ 2

(
2

m

)
+ 3

(
3

m

)
+ 4

(
4

m

)
+ · · · + n

(
n

m

)
. (17)

Rozš́ırte (17) pre pŕıpad n = 0. Uvedomte si, čo (17) znamená pre m = 0, 1, 2.
Určte hodnotu (17) pre n,m ≥ 0.

Návod. Použite najprv k = k + 1 − 1, potom pŕıklad 11 a (5).
Riešenie.

(17) =

n∑
k=0

k

(
k

m

)
= (m + 1)

(
n + 2

m + 2

)
−
(
n + 1

m + 1

)
.


