
11. prednáška

Nehomogénne rekurentné vzt’ahy

Pŕıklad. Kol’ko slov d́lžky n nad abecedou {0, 1, 2} má nepárny počet 0?

Riešenie. Označme an hl’adaný počet slov d́lžky n ≥ 0. Potom

a0 = 0

a1 = 1

a2 = 2× 2 = 4

a3 = 3× 22 + 1 = 13.

Pre n ≥ 1 sa l’ahko ukáže, že plat́ı

an = 2an−1 + (3n−1 − an−1) = an−1 + 3n−1.

Skúška správnosti

a1 = 0 + 31−1 = 1

a2 = 1 + 32−1 = 4

a3 = 4 + 33−1 = 13.

Rekurentný vzt’ah pre an má teda tvar:

a0 = 0

an = an−1 + 3n−1 pre n ≥ 1.

Pri riešeńı rekurentného vzt’ahu vychádzame z tejto vlastnosti

an − a0 =

n∑
i=1

(ai − ai−1) =

n∑
i=1

3i−1.

Riešenie rekurentného vzt’ahu má preto tvar

an = a0 +

n∑
i=1

3i−1 =
3n − 1

2
.

Skúška správnosti

a3 =
33 − 1

2
=

27− 1

2
=

26

2
= 13.

Pŕıklad. Kol’ko slov d́lžky n nad abecedou {0, 1, 2, 3} má nepárny počet 0?

Riešenie. Označme an hl’adaný počet slov d́lžky n ≥ 0. Potom

a0 = 0

a1 = 1

a2 = 2× 3 = 6

a3 = 3× 32 + 1 = 28.



Pre n ≥ 1 sa l’ahko ukáže, že plat́ı

an = 3an−1 + (4n−1 − an−1) = 2an−1 + 4n−1.

Skúška správnosti

a1 = 2× 0 + 41−1 = 1

a2 = 2× 1 + 42−1 = 6

a3 = 2× 6 + 43−1 = 28.

Rekurentný vzt’ah pre an má teda tvar:

a0 = 0

an = 2an−1 + 4n−1 pre n ≥ 1.

Riešenie rekurentného vzt’ahu hl’adáme v tvare

an = a(p)n + a(h)n ,

kde a
(p)
n je partikulárne riešenie nehomogenného rekurentného vzt’ahu a a

(h)
n je

všeobecné riešenie pŕıslušneho homogenného rekurentného vzt’ahu

an − 2an−1 = 0 pre n ≥ 1.

Partikulárne riešenie hl’adáme v tvare

a(p)n = A4n.

Po dosadeńı do nehomogenného rekurentného vzt’ahu postupne dostaneme

A4n = 2A4n−1 + 4n−1 ⇒ A4 = 2A + 1⇒ A =
1

2
.

Všeobecné riešenie nehomogenného rekurentného vzt’ahu hl’adáme preto v tvare

an =
1

2
× 4n + B2n =

4n

2
+ B2n.

Po dosadeńı do počiatočnej podmienky a0 = 0 postupne dostaneme

0 =
40

2
+ B20 =

1

2
+ B ⇒ B = −1

2
.

Riešenie rekurentného vzt’ahu má teda tvar

an =
4n

2
+

(
−1

2

)
× 2n =

4n − 2n

2
.

Skúška správnosti

a3 =
43 − 23

2
=

64− 8

2
=

56

2
= 28.



Pŕıklad. Kol’ko slov d́lžky n nad abecedou {0, 1, 2} je takých, že za žiadnym
výskytom znaku 0 v takom slove sa nachádza znak 1 (nie nutne bezprostredne)?

Riešenie. Označme an hl’adaný počet slov d́lžky n ≥ 0. Potom

a0 = 1

a1 = 3

a2 = 32 − 1 = 8.

Pre n ≥ 1 sa l’ahko ukáže, že plat́ı

an = 2an−1 + 2n−1.

Skúška správnosti

a1 = 2× 1 + 21−1 = 3

a2 = 2× 3 + 22−1 = 8

a3 = 2× 8 + 23−1 = 20.

Rekurentný vzt’ah pre an má teda tvar:

a0 = 1

an = 2an−1 + 2n−1 pre n ≥ 1.

Riešenie rekurentného vzt’ahu hl’adáme v tvare

an = a(p)n + a(h)n ,

kde a
(p)
n je partikulárne riešenie nehomogenného rekurentného vzt’ahu a a

(h)
n je

všeobecné riešenie pŕıslušneho homogenného rekurentného vzt’ahu

an − 2an−1 = 0 pre n ≥ 1.

Partikulárne riešenie hl’adáme v tvare

a(p)n = An2n.

Po dosadeńı do nehomogenného rekurentného vzt’ahu postupne dostaneme

An2n = 2A(n− 1)2n−1 + 2n−1 ⇒ An2 = 2An− 2A + 1⇒

0 = −2A + 1⇒ A =
1

2
.

Všeobecné riešenie nehomogenného rekurentného vzt’ahu hl’adáme preto v tvare

an =
1

2
× n2n + B2n =

n2n

2
+ B2n.



Po dosadeńı do počiatočnej podmienky a0 = 1 postupne dostaneme

1 =
0× 20

2
+ B20 = B ⇒ B = 1.

Riešenie rekurentného vzt’ahu má teda tvar

an =
n2n

2
+ 1× 2n = (n + 2)2n−1.

Skúška správnosti

a3 = (3 + 2)23−1 = 5× 4 = 20.


