
Dôkaz sporom

Odmocnina prirodzeného č́ısla

Úvod. V nasledujúcich pŕıkladoch si ukážeme, že reálne č́ıslo n
√
x nie je ra-

cionálne pre niektoré vybrané prirodzené č́ısla n a x. Najprv ale uvedieme jednú
dôležitú vlastnost’ prvoč́ısel, ktorú tu budeme potrebovat’.

Lema.

Prime(p) ∧ p | x1x2 . . . xn → p | x1 ∨ p | x2 ∨ · · · ∨ p | xn. (1)

Pŕıklad. Dokážte, že 2
√

2 nie je racionálne č́ıslo.

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme sporom. Predpokladajme naopak, že 2
√

2 je racionálne
č́ıslo. Potom existujú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla a, b > 0 také, že

2
√

2 =
a

b
.

Rovnost’ zaṕı̌seme ekvivalentne takto

2b2 = a2. (2)

Odtial’ plynie, že

2 | 2b2 (2)⇒ 2 | a2 (1)⇒ 2 | a⇒ 22 | a2 (2)⇒ 22 | 2b2 ⇒ 2 | b2 (1)⇒ 2 | b.

Preto 2 | a a 2 | b. To je v spore s nesúdelitel’nost’ou č́ısel a a b.

Pŕıklad. Dokážte, že
5
√

28310 nie je racionálne č́ıslo.

Dôkaz. Pretože

5
√

28310 =
5
√

23 × 2× 32,

stač́ı ukázat’, že
5
√

23 nie je racionálne č́ıslo. Dokážeme to sporom. Nech naopak
č́ıslo

5
√

23 je racionálne. Potom existujú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla a, b > 0
také, že plat́ı rovnost’

5
√

23 =
a

b
.

Toto je vhodné zaṕısat’ ekvivalentne takto

23b5 = a5. (3)

Teraz dostaneme

2 | 23b5 (3)⇒ 2 | a5 (1)⇒ 2 | a⇒ 25 | a5 (3)⇒ 25 | 23b5 ⇒ 22 | b5 ⇒ 2 | b5 (1)⇒ 2 | b.

Čiže 2 | a a 2 | b. To je v spore s nesúdelitel’nost’ou č́ısel a a b.


